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基于一次近似模型的风力机叶片振动频率分析方法
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摘 要：为分析风力机叶片在旋转时的振动频率，采用刚-柔耦合一次近似模型，并考虑离心刚化效应，推导叶片在

旋转时的动力学方程，并给出叶片的刚度和质量矩阵的表达式。最后，计算某风力机叶片在不同转速和不同轮毂

半径下的振动频率。计算结果表明，一次近似模型中的刚-柔耦合效应对叶片旋转时的各阶振动频率均有较大影

响。研究结果对风力机叶片的动力学设计具有一定参考价值。
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0 引 言

叶片作为大型水平轴风力机的重要吸能部件，

其动力学性能是风力机叶片设计的重要内容。当

叶片在旋转时，其振动频率（区别于叶片静止时的

固有频率）与外界激励力的频率相同时会发生共

振。一般情况下，系统的振动频率同单个叶片振动

频率接近，因此单个叶片的动力学分析具有重要

意义。

在研究风力机风轮振动频率时，很多学者采用

不同的方法进行研究，文献［1］采用瑞利-里兹法研

究预弯叶片的振动频率，文献［2］在计算约束多体

系统旋转的自振频率时，根据多体系统理论，推导

了运动方程，并将之线性化。文献［3］基于文献［2］
的研究成果，分析叶片旋转时的振动频率。文献［4］
研究叶片振动频率随叶片长度的变化规律。

孙保苍等［5］在研究叶片振动模态时，采用有限元

方法并且考虑了离心刚化效应。信伟平［6］在分析

叶片旋转振动频率时，考虑了刚-柔耦合效应。但

采用的是零次近似模型，忽略横向变形对纵向影

响的二次耦合项，而在实际应用中，零次近似模型

可能会导致错误结论［7］。本文在研究叶片旋转的

振动频率时，将叶片等效为变截面悬臂梁，采用较

零次模型更为精确的一次近似耦合动力学模型，

并考虑离心刚化的影响。计算叶片在不同旋转速

度和不同轮毂半径下的振动频率，并与只考虑离

心刚化和采用零次近似模型的叶片进行对比，同

时对结果进行分析。

1 柔性梁的变形位移描述

作空间运动的柔性梁如图 1 所示，e0为惯性系，

e1 固结在未变形的梁中性轴的连体坐标系，中线上

任意一点 p0 在变形后为 p ，u0 为未变形时该点在

连体坐标系下的位置向量为：

u0 = xe1
1 + 0e1

2 + 0e1
3 （1）
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图1 一次近似模型中柔性梁变形的几何描述

Fig. 1 Description of deformation of elastic beam in one order
approximation model

up 为该点变形在连体坐标系下的位置向量，

s(x, t) 为 p 点的轴向实际伸长量。 U(x, t) ，V(x, t) ，
W(x, t) 为该点在连体坐标系下的变形位移，根据弹
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性体几何变形关系可知［8］：

x + s = ∫
0

x [(1 + ∂U∂ε )2 +(∂V∂ε )2 +(∂W∂ε )2]12dε （2）
将（2）式的右端二项式展开，并化简可得：

U = s - 12 ∫0
x [(∂V∂ε )2 +(∂W∂ε )2]dε （3）

则梁中线上任一点的任一点 p 变形位移向量

在连体坐标系下为：
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（4）

考虑小转动［9］，则梁上非中线上一点 m 的位移

场在连体坐标系上可表示为：
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ús - y∂V∂x - z∂W∂x - 12 ∫0
x [(∂V∂ε )2 +(∂W∂ε )2]dε

V - θ1z
W + θ1y

（5）
式中，θ1 ——截面扭转角；ε——微元段伸长率。

在纵向变形U 中，- 12 ∫0
x [(∂V∂ε )2 +(∂W∂ε )2]dε 是变形

的二次耦合项，而零次近似理论忽略了二次耦合

项，纵向变形为U = s - y∂V∂x - z∂W∂x 。

2 柔性梁作定轴转动时的动力学方程

如图 2 所示，xyz 为参考基，x′y′z′为连体基，z

轴和 z′轴平行，连体基原点固结在未变形的梁的一

端上，连体基绕 z 轴作匀速定轴转动，角速度为 α。

r0 为连体基原点关于参考基的矢径，模为 R 。 ρ0′
为未变形时梁的非中线上任意一点 k 关于连体基原

点的矢径，u0′为变形位移矢量，则在参考基下，k 点

矢径 r 可表示为式（6）。
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图2 梁作定轴转动

Fig. 2 Beam rotates around a fixed axis

r = r0 +A(ρ0′ + u0′) （6）
式中，A ——连体基关于参考基的方向余弦矩

阵，A = é
ë
êê

ù

û
úú

cosαt -sinαt 0sinαt cosαt 00 0 1 。

对式（6）求导，可得 k 点速度在参考基下为：

(ṙ) =(ṙ0) +Aα~ (ρ0′ + u0′) +A(u̇0′) （7）
式 中 ，( . ) —— 对 时 间 求 导 ；ᾶ —— 反 对 称 矩

阵，ᾶ = é
ë
êê

ù

û
úú

0 -α 0
α 0 00 0 0 。

下面采用有限元方法对柔性梁进行离散，将梁

离散成 n 个单元，每个单元由 2 个节点 i 和 j ，每个

节点具有 3 个平动自由度和 3 个转动自由度，单元

节点的位移向量可表示为：

u fi ={ui,vi,wi,θi
1,θi

2,θi
3,u j,v j,wj,θ j

1,θ j

2,θ j

3}T （8）
在右手螺旋坐标系下，不考虑剪切变形的影

响，可利用以下形函数来表示梁中线的任一点的位

移和转角。

ì

í

î

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

si =N1u fi,Ui = s - 12uT
fiHu fi,Vi =N2u fi,Wi =N3u fi,

θ1 =N4u fi,θ3 = ∂v∂x = ∂N2∂x u fi,θ2 = - ∂w∂x = - ∂N3∂x u fi,
N1 =[a1,0,0,0,0,0,a2,0,0,0,0,0],
N2 =[0,b1,0,0,0,b2,0,b3,0,0,0,b4],
N3 =[0,0,b5,0,b6,0,0,0,b7,0,b8,0],
N4 =[0,0,0,a1,0,0,0,0,a2,0,0,0],
H = ∫0x∂N T

2∂x̄
∂N2∂x̄ + ∂N T

3∂x̄
∂N3∂x̄ dx̄,(x̄ ∈(0, l))

a1 = 1 - ξ,a2 = ξ,b1 = 1 - 3ξ2 + 2ξ3,
b2 = l(ξ - 2ξ2 + ξ3),b3 = 3ξ2 - 2ξ3,
b4 = l( - ξ2 + ξ3),b5 = 1 - 3ξ2 + 2ξ3,
b6 = l( - ξ + 2ξ2 - ξ3),b7 = 3ξ2 - 2ξ3,
b8 = l(ξ2 - ξ3),ξ = x - xi

xj - xi

= x - xi

l

（9）

式中，i ——第 i 梁个单元；H ——二次耦合形函

数，这是零次近似模型所忽略的。

根据式（5），则梁上任一点的位移可表示为：
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（10）
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设梁长为 L ，密度为 ρ ，截面积为 A，弹性模量

为 E，剪切模量为 G ，惯性矩为 Iz 和 Iy ，极惯性矩为

Ip ，且考虑旋转产生的离心惯性势能，则梁的弹性势

能Ub
［10］可表示为：
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式中，F(x)——距离梁端 x处截面的离心力［11］。

F(x) = ρAα2é
ë

ù
û

R(L - x) + 12 (L2 - x2) （12）
梁的动能 Tb 可表示为：

Tb = 12 ∫v ρ ṙT ṙdV （13）
考虑到变形耦合项 - 12uT

fiHu fi 是横向位移的

2 阶小量，在动能表达式展开时，可以做适当的简

化，舍去与 - 12uT
fiHu fi 相关的一些高阶量［12］。

由 Lagrange 方程：

d
dt
æ
è
ç
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ø
÷

∂Tb∂u̇n

- ∂Tb∂un

+ ∂Ub∂un

=Q （14）
将式（11）和式（13）代入式（14），根据柔体多体

系统建模方法［13］，可得：

Mün +Gu̇n +Kun =Q （15）
式中，un ={ }u f

T ={u f1,u f2....u fn}T ，具体表达式可参阅

文献［13］。

3 叶片振动频率分析

3.1 模态方程

由式（15）可得叶片的特征方程为：

Mün =ω2Kun （16）
为计算叶片的振动频率，将叶片等效成变截面

矩形梁，截面沿长度线性变化。且截面具有 2 个对

称轴，则可以求得：
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1 N1 +N T
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3 N3 +(y2 + z2)N T

4 N4dV +

∫
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（17）
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n

Ki,
Ki =K fi -α2 ρ∫
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N T
1 N1 +N T

2 N2 + z2N T
4 N4dV -

α2 ρ∫
vi

y2 ∂N T
2∂x̄
∂N2∂x̄ + z2 ∂N T

3∂x̄
∂N3∂x̄ dV +

α2 ρ∫
vi

(R + x)HdV

（18）

式中，K fi ——第 i 个梁单元考虑离心刚化效应后的

刚度矩阵；α2∫
vi

(R + x)HdV ——一次近似模型中的附

加项，传统的零次模型不包含该项。

3.2 算 例

某风力机叶片长度为 30 m，叶片根部宽度为

3 m，根部厚度为 0.8 m，叶尖宽度为 0.3 m，叶尖厚

度为 0.08 m，叶片密度为 1900 kg/m3，展向弹性模量

为 4.26×1010 N/m2，径向弹性模量为 1.65×1010 N/m2，

切向弹性模量为 1.65×1010 N/m2，剪切模量为 0.55×
1010 N/m2。计算叶片在不同情况下的振动频率，并

与 ANSYS 的计算结果进行对比，其结果主要如表 1
和图 3、图 4 所示。

表1 当转速为2.856 rad/s，轮毂半径为3 m时，

叶片振动频率比较

Table 1 Comparison of vibrational frequencies of blade，
when rotation speed and radius of hub is

2.856 rad/s and 3 m respectively

模型

静止

静止

（ANSYS）
离心刚化

离心刚化

（ANSYS）
零次近似+
离心刚化

一次近似

一次近似+
离心刚化

频率阶次/Hz
1

1.41312
1.39299
1.69416
1.55513

1.69415
1.62774
1.8860

2
3.62156
3.61166
3.92604
3.78431

3.92603
4.52096
4.78959

3
5.23795
5.22760
5.28709
5.25211

5.28710
5.30828
5.39501

4
7.18583
7.17739
7.45995
7.33613

7.45386
9.10310
9.38113

5
12.30108
12.27540
12.49778
12.43220

12.49363
13.96915
14.05389

由表 1 以及图 3 和图 4 可得出以下主要结论：

1）由表 1 可知，在额定转速时，叶片的各阶振

动频率均高于静止时的各阶固有频率，只考虑离心

刚化的叶片振动频率和零次模型加离心刚化的振



动频率几乎相同。一次近似模型对叶片表现出刚

化效应，且对叶片的高阶振动频率影响与只考虑离

心刚化效应相比更为明显，其 2 阶~4 阶振动频率大

于离心刚化效应的相应频率。

2）由图 3 可知，零次近似模型对梁的振动频率

具有软化效应，但这种作用在低转速下不明显，只

有在很高转速下，才能体现出来。在低转速范围

时，随着转速的提高，一次近似模型的一阶振动频

率提高，体现对叶片的刚化效应，但是超过一定的

转速后，其一阶振动频率又随着转速的提高而减小，

体现对叶片的软化效应。考虑了离心刚化效应后，

叶片的一阶振动频率始终随转速的增加而增加。
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图3 第1阶振动频率随转速的变化

Fig. 3 First natural frequency varied with change of
rotation speed

3）由图 4 可知，在额定转速时，除了静止情况

以外，叶片的一阶振动频率均随着轮毂半径的增大

而增大。零次模型对叶片的软化作用非常不明显，

只考虑离心刚化和零次模型加离心刚化这 2 条曲

线基本重合。
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图4 第1阶振动频率随轮毂半径的变化

Fig. 4 First natural frequency varied with change of
radius of hub

4 结 论

1）本文推导叶片在考虑一次近似模型下的动

力学方程，并计算叶片在旋转时的振动频率。通过

对叶片的振动频率计算对比可看出，在额定转速

下，考虑一次近似模型的叶片各阶振动频率相比静

止情况均有提高，且对高阶振动频率的影响更为显

著，这与以往文献［5，6］只考虑离心刚化效应和采

用零次近似模型得出的结论有明显的区别。

2）一次近似模型对叶片产生刚化效应还是软

化效应，具体取决于叶片的转速以及自身刚度和质

量分布，而对于大型风力机叶片这种细长悬臂梁式

结构，且一般转速较低的情况下，主要体现对叶片

的刚化效应，而零次近似模型只对叶片产生软化效

应，这是两种模型的显著区别。这也表明一次近似

模型理论较零次近似模型更为精确。
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METHOD OF VIBRATIONAL FREQUENCY ANALYSIS OF
WIND TURBINE BLADE WITH FIRST ORDER

APPROXIMATION MODEL

Gao Kaiqiang1，Zhang Zhiqiang1，Li Aiqun2

（1. School of Civil Engineering，Southeast University，Nanjing 210096，China；

2. Beijing University of Civil Engineering and Architecture，Beijing 100044，China）

Abstract： To analyze the vibrational frequencies of wind turbine blades under rotation condition，the first order
approximation model was adopted and the centrifugal stiffening effect was included to derive the dynamic equation of the
rotating blade. The formula of stiffness matrix and mass matrix were given in this paper. Finally，the vibrational
frequency of a wind turbine blade was calculated with the different rotation speed and different radius of hub. The results
show that the rigid- flexible coupling effect in the first order approximation model has great effects on the vibrational
frequencies of rotating blades. The results of the paper have some reference value to the dynamic design of wind turbine
blades.
Keywords： blade frequencies；finite element method；coupled model；first order approximation theory；centrifugal
stiffening effect


