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基于Hanning和Nuttall的混合卷积窗
谐波分析方法

李 媛，王海云，王维庆，裴贝贝
（新疆大学电气工程学院，乌鲁木齐 830047）

摘 要：提出用Hanning窗和Nuttall窗进行卷积构造一种新型的窗函数——混合卷积窗，分析该窗函数的幅频特

性，推导出基于混合卷积窗的三谱线插值法。将所提方法用于电力谐波分析，并与加经典窗算法进行对比。仿真

分析表明，该混合卷积窗与Hanning窗和Nuttall窗相比具有更快的旁瓣衰减速率，能更好抑制频谱泄露。在非同步

采样情况下，加混合卷积窗三谱线插值法分析谐波具有更高的计算精度。
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0 引 言

随着电力系统的发展，越来越多的非线性负载

接入电网，给电网带来谐波污染，谐波影响电力系

统稳定和经济运行［1］给电网带来严重危害。对谐波

参数的准确分析是评估电能质量和治理谐波的

前提。

对于谐波分析，文献［2，3］提出小波变换法，小

波变换的难点在于选择合适的基小波，目前尚无规

范的方法来选择。文献［4，5］提出神经网络法，神

经网络法计算量大，需要大量样本。文献［6，7］提

出希尔伯特 -黄变换法（Hilbert-Huang transform），

虽然自适应能力好，但易产生频域混叠。FFT 具

有简单易实现和速度快的特点，因此在谐波分析

中得到广泛应用。但电网频率具有波动性，一般

很难做到同步采样。利用 FFT 分析谐波时易产生

栅栏效应和频谱泄露，会给谐波分析带来误差。

针对这些现象，许多文献提出用加窗插值法来减

少频谱泄露和栅栏效应。常采用的窗函数有矩形

窗［8］、Hanning 窗［9］、Nuttall 窗［10］、Rife-vicent 窗［11］和

Kasier 窗［12］。采用的谱线插值有双谱线插值法和三

谱线插值法［13，14］。这些加经典窗的插值法虽然可提

高谐波检测精度，但窗函数不能满足主瓣窄而旁瓣

衰减速率又快的要求，抑制频谱泄露效果不佳，影响计

算精度。为寻求性能更加优良的窗函数，文献［15］提
出构造 Hanning 自卷积窗。文献［16，17］提出构

造 Nuttall 自卷积窗。虽然这些新型窗函数比经典

的窗函数性能要优良，但多次卷积计算不仅计算

量大，而且增加主瓣宽度。影响计算精确度。文

献［18］提出用矩形窗与余弦窗函数先进行卷积计

算，再将结果进行自卷积构造 L 阶混合卷积窗。虽

然提高谐波参数计算精度，但对于弱次谐波参数计

算精度不够理想。为得到性能优良的窗函数，进一

步提高各次谐波的参数分析精度，本文选用旁瓣衰

减速率快的 Nuttall 窗和主瓣较窄的 Hanning 窗进

行卷积计算来构建一种频谱特性更优良的混合卷

积窗，并推导出基于该混合卷积的三谱线插值算

法，采用多项式拟合得到修正公式。将该方法用于

分析电力系统谐波信号。通过仿真实验证明该算

法的准确性和可行性。

1 Hanning 窗与 Nuttall 窗的混合卷
积窗

1.1 Nuttall窗函数

Nuttall 窗是一种余弦组合窗，它的时域表达式

如式（1）所示：
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ωN(n) =∑
m

M - 1(-1)mam cos(2πn∙m/N) （1）
式中，M ——窗函数的项数；n = 1,2,3,…,N - 1 。

am ——系数且满足约束条件：

∑
m = 0

M - 1(-1)mam = 0 ，∑
m = 0

M - 1
am = 1 （2）

根据 am 的不同，Nuttall 窗函数具有不同的特

性，表 1 列出几种不同类型的 Nuttall 窗函数系数。

Nuttall 窗函数频谱图如图 1 所示。由幅频特性图

可知，4 项 3 阶的综合主瓣和旁瓣特性最为理想，本

文选用 4 项 3 阶 Nuttall 窗函数。

表1 Nuttall窗系数

Table 1 Coefficients of Nuttall window

系数

a0

a1

a2

a3

4项3阶
Nuttall窗
0.338946
0.481973
0.161054
0.018027

4项1阶
Nuttall窗
0.355768
0.487396
0.144232
0.012604

3项最小旁瓣

Nuttall窗
0.4243801
0.4973406
0.0782793

—

4项最小旁瓣

Nuttall窗
0.3635819
0.4891773
0.1365995
0.0106411
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图1 Nuttall窗的幅频响应对比图

Fig. 1 Comparison of Nuttall window amplitude-

frequency response

1.2 Hanning窗函数

Hanning 窗是升余弦窗，是应用较广的一种函

数窗。Hanning 窗函数时域表达式如式（2）所示：

ωH(n) = 0.5 - 0.5 cos(2π∙n
N

) （2）
式中，n = 1,2,3,…,N - 1。Hanning 窗函数的幅频响

应如图 2 所示。
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图2 Hanning窗的幅频响应图

Fig. 2 Amplitude-frequency response of Hanning window

1.3 混合卷积窗

混合卷积窗的定义为将 Hanning 窗与 Nuttall 窗
函数进行卷积。混合卷积窗的表达式如式（3）所示：

ωNH(n) =ωN(n) ×ωH(n) （3）
根据式（1）~式（3）可仿真出各个窗函数的幅频

响应图。Hanning 窗、Nuttall 窗和混合卷积窗的幅

频响应对比图如图 3 所示。Nuttall 和 Hanning 混合

卷积窗与和文献［18］所提出的矩形与余弦函数窗

构造的混合窗的幅频响应对比如图 4 所示。其中

余弦窗选择 Hanning 窗。
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图3 3种窗的幅频响应对比图

Fig. 3 Comparison of amplitude-frequency response of
three windows

从图 3 中可看出，混合卷积窗的主瓣宽度比

Hanning 窗和 Nuttall 窗都小，混合卷积窗的旁瓣

衰减速率比 Hanning 窗和 Nuttall 窗更快。由图 4
中看出，该混合卷积窗与矩形窗和 Hanning 窗构

建的混合卷积窗相比。旁瓣峰值低，且具有更快

的旁瓣衰减速率，对频谱泄露具有更强的抑制

能力。
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图4 混合窗幅频响应对比图

Fig. 4 Comparison of amplitude-frequency response of
hybrid windows

2 基于混合卷积窗的插值算法

2.1 三谱线插值算法

以单个信号为例 x（t）以采样频率 fs 均匀采样

得到离散时间信号如式（4）所示：

x(n) = A0 + A1 sin(2π f1
fs
n +φ1) （4）

所加余弦窗函数的表达式为：

wN(n) =∑
m = 0

M - 1(-1)mam cos(2πmN n) （5）
式中，M ——项数，n = 0,1,2,…,N - 1 ；am 需满足

∑
m = 0

M - 1
am = 1，∑

m = 0

M - 1(-1)mam = 0 。

对信号加窗后的表达式为：

xw(n) = x(n)∙w(n) （6）
进行离散傅里叶变换为：

X(k) = A0W(k) + A12j
é

ë
êê

ù

û
úúe-jφ1W æ

è
ç

ö
ø
÷k - f1Δf - e-jφ1W æ

è
ç

ö
ø
÷k + f1Δf
（7）

式中，Δf = fs /N 。

X(k) = A0W(k) + A12j e
jφ1W(k - f1Δf ) （8）

W(k)为窗函数 DFT 表达式：

W(k) = Nk sin(kπ)
π e-jkπejπ

N
k∑
m = 0

M - 1(-1)m am
k2 -m2 （9）

所以 x(n)的 DFT 表达式为：

X(k) = A12j e
jφ1W(k - f1Δf ) （10）

如果是同步采样，k = f1/Δf 为整数，因为电网的

波动性，k 往往不是一个整数，为提高准确度，本文

采用文献［13］所提出的三谱线插值法来修正。该

插值法利用谐波频点附近的三根离散谱线幅值来

确定谐波谱线的准确位置，充分利用了频谱信息。

较单谱线插值法和双谱线插值法能得到更准确的

谐波谱线位置，提高谐波分析精度。具体过程为：

选用峰值频点附近 3 根信息量大的谱线 y1 、y2 、y3

用 于 修 正 ，δ 表 示 偏 差 。 其 中 y1 = ||X(kα - 1) ，

y2 = ||X(kα) ，y3 = ||X(kα + 1) 。

记：

α = y3 - y2
y1

（11）

α = ||W(1 - δ) - ||W(-1 - δ)
||W(-δ) （12）

由 多 项 式 拟 合 得 到 α 与 δ 的 关 系 式 ，由

δ =α-1(δ) 求得 δ ，由此可得到幅值、频率和相位的修

正公式：

f = kΔf =(kα + δ)Δf （13）
A = 2(y1 + 2y2 + y3)

||W(-1 - δ) + 2 ||W(-δ) + ||W(1 - δ) （14）
φ = arg[X(Kα)] + π/2 - δπ （15）

式（14）可写成 A =N-1(y1 + 2y2 + y3)ν(δ)的形式。

2.2 基于混合窗三谱线插值算法

对于 Hanning 窗，根据式（9）写出它的离散傅里

叶表达式为：

WH(k) = Nk sin(kπ)
π e-jkπejπ

N
k(0.5
k2 - 0.5

k2 - 1) （16）
同样，对于 Nuttall 窗函数，它的离散傅里叶表

达式为：

WN(k) = Nk sin(kπ)
π e-jkπejπ

N (0.338946
k2 - 0.481973

k2 - 1 +
0.16054
k2 - 4 - 0.018027

k2 - 9 )
（17）

于是得到混合卷积的 DFT 表达式：

WNH(k) =WN(k)∙WH(k)
= N 2k2 sin2(kπ)

π e-2jkπejπ
N (0.5

k2 - 0.5
k2 - 1) ·

(0.338946
k2 - 0.481973

k2 - 1 + 0.16054
k2 - 4 - 0.018027

k2 - 9 )
（18）
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对于混合卷积，由式（12）可得：

α = ||WNH(1 - δ) - ||WNH(-1 - δ)
||WNH(-δ) （19）

由多项式拟合得到 δ 表达式：

δ = 5.6516α - 1.4085α3 + 1.943α5 - 1.4863α7 （20）
ν(δ) = 0.0121 + 0.0755δ2 + 0.0184δ4 + 0.022δ6 （21）

得到 δ 和 n(d) 后，再根据式（13）~式（15）可得

到修正后的幅值、频率和相位。基于混合卷积窗的

三谱线插值法修正公式推导过程：

1）得到混合卷积窗的离散傅里叶表达式；

2）在 δ ∈[-0.5，0.5]范围内取值；

3）把 δ 代入式（18）得到WNH(δ)；
4）将WNH(δ) 代入式（19）得到 α ，通过多项式拟

合得到 α的各项系数；

5）由 δ =α-1(δ)得到 δ 修正公式。

3 Matlab仿真分析

3.1 经典信号分析对比

采用的经典信号［16~18］来验证本文算法的有效

性。信号模型为：

x(n) = A0 + A1 sin(2πf1nN
+φ1) + A3 sin(2πf3nN

+φ3)
（22）

式中，A0 = 0.2 ，A1 = 6 ，A3 = 1 。 j1 = 0.1 ，j3 = 0 。

f1 = 20.2 ，f3 = 60.6 。

分别用加 Hanning 窗插值法、加 Nuttall 窗插

值法、加矩形窗与 Hanning 窗构建的 1 阶、2 阶混

合窗［18］插值法以及本文所提算法分析信号。其中 1
阶混合卷积窗用 1-HCW 表示，2 阶混合卷积窗用 2-

HCW 表示。窗的长度分别为 256 和 512。这几种

方法分析结果误差对比如表 2 所示。

表2 不同加窗插值FFT算法结果误差对比

Table 2 Comparison of result errors between different window interpolation FFT algorithm

参数

N

A0

A1

A3

j1

j3

f1

f3

Nuttall窗

1024
3.6×10-9

1.2×10-10

-6.8×10-9

4.2×10-8

8.2×10-8

2.8×10-9

6.5×10-8

Hanning窗

1024
3.0×10-4

2.0×10-3

2.2×10-3

5.0×10-4

4.6×10-3

5.6×10-4

2.0×10-3

本文算法

256
2.3×10-12

6.3×10-12

-1.3×10-11

-1.0×10-12

-2.6×10-10

5.6×10-12

2.3×10-11

文献［18］
1-HCW
256

-3.0×10-7

-1.1×10-6

-2.7×10-6

1.5×10-6

6.7×10-6

-4.8×10-7

-2.1×10-6

2-HCW
512

1.0×10-12

7.5×10-12

-5.3×10-10

-3.0×10-11

4.8×10-9

9.7×10-12

-1.5×10-9

由表 2 可以知，本文所提算法与加经典窗插值

法相比，分析谐波时具有更高的精度。与加 1 阶混

合卷积窗插值算法相比，本文算法精度提高了 5~7 个

数量级。与加 2 阶混合窗相比，本文算法分析相位

的精度提高 1~2 个数量级，在分析幅值和频率时的

精度与其接近，且本文算法数据长度小。

3.2 电力谐波信号仿真分析

采用电力系统谐波信号［17］进行分析，谐波模型

如式（23）所示：

x(n) =∑
i = 1

21
Aicos(2πi f1fs n +φi) （23）

式中，基波频率 f1 =50.1 Hz；采样频率 fs =5120 Hz；

Ai 、ji ——各次幅值和初相位。谐波模型参数如表

3 所示。

分别用加 Hanning 窗三谱线插值法，加 Nuttall
窗三谱线插值法和本文所提加混合卷积窗三谱线

插值法去分析该谐波信号。通过 Matlab 仿真分析，

得到 3 种方法计算谐波参数的结果并比较。

3.2.1 幅值相对误差对比

图 5 为幅值结果相对误差对比图。由图 5 可

知加混合卷积窗的三谱线插值法计算幅值结果的

相对误差比加 Hanning 窗和 Nuttall 窗三谱线插值

法小。与加 Hanning 窗插值法相比，幅值结果精确

度提高了 4~5 个数量级。与加 Nuttall 窗插值法相



表3 电力谐波信号参数

Table 3 Parameters of power system harmonic signal
谐波

次数

1
2
3
4
5
6
7
8
9
10
11

Ai/V

220
4.40
10.0
3.00
6.00
2.10
3.20
1.90
2.30
0.80
1.10

ji/（°）

5.05
39.0
60.5
123
-52.7
146
97.0
56.0
43.1
-19.0
4.10

谐波

次数

12
13
14
15
16
17
18
19
20
21
—

Ai/V

0.70
0.85
0.10
1.00
0.06
0.40
0.04
0.03
0.05
0.01
—

ji/（°）

40.0
10.5
115
25.0
53.1
-132
85.0
0.80
53.0
72.0
—

比，幅值结果精确度提高了 1~3 个数量级。基波

幅值的相对误差达到 3.3×10-10%。比 Hanning 窗

插值法的精度提高 6 个数量级，比加 Nuttall 窗插

值法提高了 2 个数量级。对于幅值分量弱的 18~
21 次谐波幅值相对误差都小于 1.4×10-8%。本文

所提算法能进一步减少频谱间的干扰，提高幅值

计算精度。
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图5 幅值结果误差对比图

Fig. 5 Comparison of amplitude relative error

3.2.2 相位结果分析对比

相位结果相对误差对比如图 6 所示。由图 6
可知，对相位进行分析时，本文所提算法的准确度

与加 Hanning 窗三谱线插值法相比提高了 3~5 个

数量级。与加 Nuttall 窗三谱线插值法相比提高了 1~
2 个数量级。得到基波相位相对误差为-1.9×10-8%。

相比加 Hanning 窗插值法精度提高了 5 个数量级，

比加 Nuttall 窗的插值法精度提高了 1 个数量级。
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图6 相位相对误差对比图

Fig. 6 Comparison of phase relative error

3.3.3 频率结果分析对比

频率结果误差对比如由图 7 所示，由图 7 可

知，对频率进行分析时，加混合卷积窗插值法所得

结果与加 Hanning 窗插值法相比，频率准确度提高 2~
4 个数量级。与加 Nuttall 窗插值法相比，准确度提高

了 1~4 个数量级。基波频率相对误差为 4.9×10-10%。

与加 Hanning 窗分析得到的结果相比，提高了 4 个

数量级，与加 Nuttall 窗分析得到的结果相比，提高

了 2 个数量级。
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图7 频率相对误差对比图

Fig. 7 Comparison of frequency relative error

综合以上分析可知，本文所提算法在分析幅

值、频率、相位等参数时，精确度明显比加 Hanning
窗和 Nuttall 窗要高。各次幅值相对误差均小于

2.8×10-7%，各次相位相对误差均小于 6.6×10-7%，频

率相对误差都小于 1.3×10-8%。结果证明，本文所

构造的混合卷积窗能更好抑制频谱泄露，有效抑制

各次谐波间的干扰，本文所提算法能有效提高计算

各次谐波参数的精确度。
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3.3 混合卷积窗分析结果对比

采用谐波信号［18］进行仿真分析，信号模型如式（24）
所示：

x(n) =∑Aisin(2πifinfs
+φi) （24）

参数如表 4 所示。窗函数选用本文所提

Nuttall 与 Hanning 构建的混合卷积窗和矩形窗与余

弦窗构建的 2 阶混合窗［18］，其中余弦窗选用

Hanning 窗与 Blackman 窗，单个窗长均为 128。补

零后，本文所提混合窗长为 256，矩形与余弦窗 2 阶

混合窗窗长为 512，均采用三谱线插值法。用基于

这 3 种混合窗的三谱线插值算法分析谐波信号的

各次参数。并将分析结果的相对误差进行对比，得

到结果如图 8 所示。
表4 谐波信号参数

Table 4 Parameters of power system harmonic signal
谐波

次数

1
2
3
4
5

Ai/pu
1.00
0.02
0.01
0.01
0.05

ji/（°）
-23.1
115.6
59.3
52.4
123.8

谐波

次数

6
7
8
9
—

Ai/pu
0.00
0.02
0.00
0.01
—

ji/（°）
—

97.0
—

-63.7
—
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a. 幅值结果误差对比图
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b. 相位相对误差对比图
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c. 频率相对误差对比图

图8 谐波信号参数分析相对误差对比

Fig. 8 Comparison of parameters of power system harmonic
signal relative error

由图 8 中可知，对于幅值，相位和频率 3 个参

数的分析，基于本文所提混合窗算法分析的结果，

与基于矩形窗与 Hanning、Blackman 构成的混合窗

的算法的分析结果相比，精确度都有数量级的提

高。尤其对于 2 次、4 次幅值分量小的弱次谐波，参

数分析结果精度提高了 3~5 个数量级。基于本文

所提混合窗算法与基于其他 2 种混合窗算法相比，

能更进一步抑制谐波泄露，减少谐波间的干扰，提

高弱次谐波的分析精确度。且本文构建的混合窗

长较其他 2 种混合窗小，所用数据长度小，计算

量少。

4 结 论

本文构造基于 Nutall 窗和 Hanning 窗的混合卷

积窗函数，推导出基于该混合卷积窗的三谱线插值

算法，利用多项式拟合求出插值修正公式，用于分

析电力系统谐波信号。

仿真分析结果表明，本文构造的混合窗函数克

服了经典窗函数的不足，在具有旁瓣衰减速率快的

同时主瓣不过宽，能更好抑制频谱泄露，提高谐波

分析精确度。与基于 Hanning 窗、Nuttall 窗以及矩

形窗与余弦窗的混合窗三谱线插值法相比，本文所

提算法分析各次电力谐波的幅值、相位和频率参数

时具有更高的计算精度，且能进一步提高弱次谐波

分析精度。
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HARMONIC ANALYSIS METHOD OF HYBRID CONVOLUTION
WINDOW BASED ON HANNING AND NUTTALL

Li Yuan，Wang Haiyun，Wang Weiqing，Pei Beibei
（College of Electrical Engineering，Xinjiang University，Urumqi 830047，China）

Abstract：A kind of new window function constructed by convolution- mix convolution window with Hanning window
and Nuttall window is proposed. The amplitude and frequency characteristics of the window function are analyzed，and
the triple spectral lines interpolation algorithm is derived based on mix convolution window. The proposed method is
applied to power harmonic analysis and compared with the classical window algorithm. The simulation analysis shows that
the mix convolution window has faster sidelobe attenuation rate and can better suppress spectrum leakage compared with
Hanning window or Nuttall window. In non-synchronous sampling case，the triple spectral lines interpolation algorithm
with mix convolution window for harmonic wave analysis has higher calculation accuracy.
Keywords：FFT；harmonic analysis；spectrum analysis；hybrid convolution window；Nuttall window；Hanning window


