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摘 要：采用模态法求解线性入射波作用下振荡浮子式波浪能装置的三维水动力学问题。对于无穷远处扩散条

件转换成辐射面条件进行专门的考虑，即将流场分为内外两部分，外部域中求得的速度势和速度势的法向导数在

内外域分界面上与内部域的解相匹配。根据该方法编制的程序对一些典型算例进行计算，与其他方法得到的结果

较吻合。应用该计算方法还对振荡浮子式波浪能装置具有约束性的水动力学问题进行计算，计算结果可有效指导

实际装置的设计及优化工作。
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0 引 言

波浪能是一种分布广泛、储量丰富的清洁可再

生能源，开发波浪能不仅可为边远海岛等地提供电

力，还可利用波浪能提供的动力进行海水淡化、制

氢等［1］。波浪能作为一种重要的海洋能源，是中国

未来能源结构中的重要组成部分。

波浪能装置起着吸收波浪能量的作用，而设

计波浪能装置必须以装置的水动力学性能为依

据，水动力学数值计算是获取装置性能不可或缺

的手段。关于计算波浪能装置的水动力学性能的研

究方法，一般可分为解析方法［2~4］和数值方法［5~8］。解

析方法对结构简单对称的波浪能装置有优越性，

但对于复杂形状的振荡浮子式装置计算繁琐，甚

至无理论解，而只能应用数值方法求解［9］。基于

线性势流理论，本文给出一种利用模态法求解振

荡浮子式波浪能装置三维水动力系数的数值解

法，并与经典算例［10~13］进行比较，证明该计算方法

的可行性。另外波浪能装置无约束运动状态下的

研究成果很多，但实际中波浪能装置的水动力计

算在理论上多为具有约束的水动力学问题，本文

给出的计算方法不仅可以对振荡浮子式波浪能装

置的纵荡、垂荡、横荡、横摇、首摇、纵摇 6 种无约

束的运动模态进行计算，还可对振荡浮子式装置

具有约束性的水动力学问题进行计算，得到的结

果对波浪能装置的设计及优化有着积极的指导

意义。

1 理论概述

1.1 数学模型

一个任意形状的三维浮体在初始时静止的理

想流体中做单位振幅，频率为 ω 的 j 模态简谐振荡

运动，其速度可设为：

ẋ j =Re( )iωeiωt   （1）
式中，j ——浮子的运动模态数，j 的取值等于系统

的自由度。

假设流体是无旋的，振荡浮体做微幅振荡运

动，那么由振荡浮体在 j 模态下引起的辐射速度势，

其稳态解Φj(x,y,z, t)可表示为：

Φj(x,y,z, t) = Re(ϕj(x,y,z)eiωt)     （2）
式中，ϕj(x,y,z) ——浮体 j 模态下的空间辐射速度

势，与时间无关。

直角坐标系取法及计算域如图 1 所示。
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图1 坐标系及计算域的划分

Fig. 1 Coordinate system and division of computational domain

坐标系原点定义在静水面上，x 轴水平向右为

正，y 轴垂直纸面向内为正，z 轴垂直向上为正，oxy

平面与静水面重合。假设远离装置的外海具有直

海岸和等深的海底，将其定义为外域 Ωout 。外域由

内外域分界面 Sv 、外边界面 S∞ 、自由液面 S f 和海底

面 Sb 组成。装置本身及其附近的海域，定义为内域

Ωin 。内域由内外域分界面 Sv 、物体表面 Sw 、自由

液面 S f 和海底面 Sb 组成。

1.2 外域问题及求解

外域空间辐射速度势 ϕj 满足以下条件：

在外部流场域 Ωout 内：

▽2ϕj( )x,y,z = 0   （3）
在自由液面 S f 上：

∂ϕj

∂z = ω2

g
ϕj （4）

在底面边界面 Sb 上：

∂ϕj

∂z = 0     （5）
在无穷远的边界条件 S∞ 上：

lim
R→∞ R

æ

è
ç

ö

ø
÷

∂ϕj

∂R + ikϕj = 0   （6）
式中，k——入射波数，k· tanh(kh) =ω2 /g ，其中 h 为

外域水深，g 为重力加速度。

在 z 方向上进行变量分离，利用分离变量法，由

式（3）~式（6）可得，外域空间辐射势 ϕj 可展开成如

下级数：

ϕj =C(z)φj0(x,y) +∑
m = 1

∞
Dm(z)φjm(x,y) （7）

C(z) = cosh[ ]k( )h + z / cosh( )kh （8）
Dm(z) = cos[ ]km( )h + z / cos( )kmh （9）

式中，φj0(x,y)——向远方传播的行进波的平面速度

势；φjm(x,y)  ——随着距离增加迅速消失的驻波的

平面速度势，其中下标变量 m = 1,2,⋯,∞ ，m 的取

值范围与计算精度有关。

km 为满足下列方程的正实数解：

ω2 /g = -km tan(kmh) （10）
φj0(x,y)和 φjm( )x,y 分别满足以下条件：

▽2φj0( )x,y + k2φj0(x,y) = 0    （11）
lim
R→∞ R

æ

è
ç

ö

ø
÷

∂φj0
∂R + ikφj0 = 0 （12）

以及

▽2φjm( )x,y - km
2φjm(x,y) = 0 （13）

lim
R→∞φjm = 0   （14）

在外域中利用格林函数法求解 φj0 和 φjm 可得：

- 12 φj0 = ∫
Cr

[∂φj0
∂n G0 - ∂G0∂n φj0]dl   （15）

- 12 φjm = ∫
Cr

[∂φjm

∂n Gm - ∂Gm∂n φjm]dl    （16）
式中，G0 ——行进波的格林函数；Gm ——衰减波的

格林函数；Cr ——积分边界，即内外域分界面 Sv 在

水平面上的投影。

满足上面定解问题和边界条件的格林函数：

G0( )P,Q = i4H0
(1)(kR)  （17）

Gm( )P,Q =K0( )kmR /2π （18）
式中，H0

(1)( )kR ——零阶汉克尔函数，又称第三类贝

塞尔函数；K0( )kmR ——第二类修正贝塞尔函数；

R—— PQ两点间的水平距离，m。

由式（10）解得的最小根 km >π/( )2h ，且 φjm 为

非波动解，在远场迅速收敛到 0，因此当 R = 2h 时，

所有 φjm 的量级都将减少到 10-2以下。对 m 合理取

值，既满足计算精度又减少计算时间。

将式（17）、式（18）代入式（15）、式（16）并离散

化，将离散化结果代入式（7）可得到内外域分界面

Sv 上速度势和速度势法向导数需要满足的关系，这

样无穷远处的扩散条件就转化为内域的辐射面

条件。

1.3 内域问题及求解

内域空间辐射速度势的定解问题和边界条件

满足以下条件：

在内部流场域 Ωin 内：

▽2ϕj( )x,y,z = 0 （19）
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自由液面 S f 上：

∂ϕj

∂z = ω2

g
ϕj   （20）

在物体表面 Sw 上：

∂ϕj

∂n | Sw =nj （21）
式中，nj ——浮体做 j 模态运动时的速度方向在物

体表面广义法线方向的分量。

在本计算方法中，j 的取值等于系统的自由度，

nj 是浮体面元的单位法线方向（指向浮体内部）和浮

体模态运动中单位速度方向的内积。 nj 与模态运

动有关，不同的模态运动对应不同的 nj 。

在底面边界面 Sb 上，则有：

∂ϕj

∂n = 0 （22）
速度势及其法向导数在内外域分界面 Sv 上

应保持连续，故在内外域分界面的边界条件上满

足式（7）。

在内域利用格林函数法可得：

- 12ϕj(P) = ∬
S

é

ë
ê

ù

û
úϕj

∂G∂n -G ∂ϕj

∂n dS    （23）
式中，G——格林函数，G = 1/(4πr) ；S——内域所有

边界面，S = Sv + S f + Sw + Sb 。

当取离散单元的长度小于 1/20 入射波长时，单

元内的速度势可被认定为常量并可从积分式中提

取出来。按照此方法离散式（23），得到在内域所有

边界面上速度势和速度势的法向导数的关系式。

将式（7）、式（20）~式（22）代入式（23）中，移项整理

可得：

[ ]A
ì
í
î

ï

ï

ü
ý
þ

ï

ï

φj0
φjm

ϕj

= [ ]B （24）

式中，A，B ——系数矩阵；m ——系数，在数值计

算中取有限项，根据内域大小取值。

求解此线性方程组可得到浮体做 j 模态运动时

在各个边界条件面上的辐射速度势。

1.4 附加质量、辐射阻尼和辐射作用力的计算

得到速度势在振荡浮体表面上的值后，浮体

的水动力学系数附加质量和辐射阻尼即可求得，

进而可利用水动力学系数求得辐射作用力。辐射

作用力是由物体运动产生的辐射势对物体的作用

力。由振荡物体 j 模态运动方向引起的流体作用

在其自身上的 k 模态运动方向上的辐射力或力

矩为：

Fk =Re( )iρωeiωt∫swϕjnkdS         （25）
辐射力和水动力学系数满足以下关系：

Fk = -akj ẍj - bkj ẋ j （26）
式中，akj ——浮体 j 模态运动方向在 k 模态方向

的附加质量；bkj ——浮体 j 模态运动方向在 k 模

态方向的辐射阻尼；k、j 的取值取决于系统的自

由度。

比较式（25）和式（26）可得附加质量 akj 和辐射

阻尼 bkj 的表达式为：

akj = ρ
ω ∫swIm(ϕj)nkdS

bkj = ρ∫swRe(ϕj)nkdS   （27）
为便于比较，将 ω 、akj 和 bkj 无量纲化，无量纲

化的频率 ω̄、附加质量 αkj 和辐射阻尼 βkj 为：

ω̄ =ω L2g （28）

αkj =   akj

ρVL
mj +mk

（29）

βkj =   bkj

ρVL
mj +mk

L2g （30）
式中，V ——振荡物体的排水量；L ——物体的特

征长度；k、j 的取值取决于系统的自由度。

mj ={0, j = 1,2,3
1, j = 4,5,6 （31）

mk ={0, k = 1,2,3
1, k = 4,5,6 （32）

2 方法验证

根据以上理论，编制计算程序对典型算例进行

试算。

2.1 长方体的水动力学系数比对

在该算例中，长方体的长度 L 、宽度 W 和下

潜深度 D 比例为 L∶W∶D=2∶2∶1，水深 h = 10D ，

图 2 给出了长方体的无量纲附加质量和辐射阻尼

系数的比对结果。从图 2 中可看出由本方法得到

的结果和由文献［10，12］中的方法得到的结果十

分吻合。
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图2 长方体的无量纲水动力学系数比对

Fig. 2 Comparison of dimensionless added mass and damping
coefficients for rectangular structure

2.2 半球的水动力系数比对

在 该 算 例 中 ，水 深 与 浮 球 的 半 径 比 为

h = 10D 。图 3 给出了在水面垂荡运动的半球型

浮体在 z 向的无量纲水动力学系数附加质量 α

和辐射阻尼 β 的比对结果，可看出本文方法与

文献［10，11，13］的结果吻合较好，进一步验证了本

文的方法。
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图3 浮球的无量纲水动力学系数比对

Fig. 3 Comparison of dimensionless added mass and damping
coefficients for spherical structure

3 滑杆约束下浮球斜向运动模态的

水动力学系数研究

应用本文的方法对漂浮在水中沿着斜滑杆运

动的浮球的水动力学系数进行计算。装置模型如

图 1 所示，滑杆穿过球心，与水平轴向的夹角为 θ ，

水深 h 与球半径 R 的比为 h/R = 3。在此系统中，当

滑杆夹角 θ 固定时，浮球只有一个运动模态，即浮球

沿着滑杆运动的模态。

浮球沿着滑杆斜向运动模态下的单位速度在

浮球面单元的广义单位法线方向的分量 n 与水平

夹角 θ 的关系为：

n = nx cos θ + nz sin θ （31）
式中，nx ——物面单元法线方向（指向浮体内部）在 x

轴方向的偏导数；nz ——物面单元法线方向（指向浮

体内部）在 z 轴方向的偏导数；θ ——滑杆与水平轴

的夹角，当角度 θ = 0°时，浮球的运动模态相当于横

荡，当角度 θ = 90°时，浮球的运动模态相当于垂荡。

在不同的入射波条件下，夹角 θ 的变化对浮球

水动力学系数的影响如图 4 所示。
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图4 不同角度下浮球的无因次水动力学系数

Fig. 4 Dimensionless added mass and damping coefficients of
spherical structure in different angle

从图 4 可看出，虽然无论入射条件是 ω̄ = 0.7 还

是 ω̄ = 1.2 ，随着角度的增大，附加质量在逐渐增大，

辐射阻尼在逐渐减小，但是，不同的入射条件下，随

着夹角 θ 的变化，附加质量和辐射阻尼的变化率不

同，这反映了装置对不同的入射条件的反应特性。

如 ω̄ = 0.7 时，随着角度的增大，附加质量增加量较

小，辐射阻尼减小变化量较大，说明附加质量在这种

入射条件下对夹角的变化不敏感；而在 ω̄ = 1.2时，附

加质量变化量较大，辐射阻尼变化量较小，说明辐

射阻尼在这种入射条件下对夹角变化不敏感。

利用浮体对入射条件的这种不同反应特性，根

据所需要的设计要求对装置进行优化。由于浮体

获得的能量的耗散只与辐射阻尼有关，附加质量是

物体在流体中运动时推动的流体质量的总和。在

相同入射条件下，附加质量越小，浮体运动幅度越
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大。如果浮体是作为俘获波浪能的机构，则要求浮

体具有较小的附加质量和辐射阻尼，这样可减少能

量耗散，提高俘获效率；如果浮体是作为整个装置

的水下基体，需要有较好的稳定性，则要求浮体要

有较大的辐射阻尼和附加质量。根据不同的工况

和设计要求，依照计算出的浮体的水动力学特性，

就能对浮体进行设计和优化。

4 结 论

1）通过比对，验证方法的正确性。与其他解法

相比，不仅限于形状规则简单的浮体，使计算的对

象更广泛，而且计算过程更为简便。

2）本文的方法既可应用于三维复杂形状浮子

在线性入射波作用下无约束运动模态的水动力学

系数计算，还可针对约束条件下的波浪辐射力、附

加质量和辐射阻尼系数等水动力学计算。计算结

果对波浪能装置的设计及优化具有一定的参考

价值。

本文通过对浮体在水动力学计算中运动模态

的分析，认为模态法有望成为求解复杂约束条件下

多自由度耦合的水动力学问题的计算方法，这将是

未来此领域研究的热点。
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APPLICATION OF MODAL METHOD TO HYDRODYNAMIC
CALCULATION OF WAVE ENERGY DEVICE

Zhang Chao1-3，You Yage1，2，Wang Wensheng1，2，Ye Yin1，2，Wang Zhenpeng1-3

（1. Guangzhou Institute of Energy Conversion，Chinese Academy of Sciences，Guangzhou 510460，China；

2. Key Laboratory of Renewable Energy and Gas Hydrate，Chinese Academy of Sciences，Guangzhou 510460，China；

3. University of Chinese Academy of Sciences，Beijing 100049，China）

Abstract：Modal method is used for calculating three- dimensional hydrodynamic coefficients of wave power device
performing harmonic oscillations due to linear waves in free surface. Special consideration has been given to the radiation
boundary conditions on a cylinder surrounding the device. The cylinder divide flow field into two parts outside and inside.

The velocity potential in the outer region of the cylinder is matched with the velocity potential in the inner region on the
interface. To verify the correctness of the method，class examples in the reference are recomputed using computer
program according to modal method and the obtained results are in good accordance with other methods. The method is
also used for calculating hydrodynamic coefficients of device under the condition of constraint，and the result could
instruct practice directly.

Keywords：wave energy conversion；hydrodynamics；linear systems；modal analysis；constraint satisfaction problems


